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1. Введение
Как известно [1], обширная экспериментальная ин-
формация о графене хорошо укладывается в картину 
так называемых «безмассовых дираковских фермио-
нов», описываемых в окрестности точек K  и K ′ зоны 
Бриллюэна энергетическим спектром 
( ) =s p pε v  (1) 
с постоянным параметром 8= 1,05·10v  см/с, где = 1,2s  
— индекс, нумерующий зоны — валентную и прово-
димости. 
В идеальном графене ферми-уровень должен совпа-
дать с дираковской точкой = 0ε . Однако идеального 
графена в природе не существует, а в эксперименте 
концентрацию носителей можно менять путем допинга 
или с помощью напряжения на «затворе». Недавно 
были проведены измерения [2] шубниковских осцил-
ляций в широкой области концентраций носителей 
заряда. Формула Лифшица–Косевича позволяет изме-
рять одновременно период осцилляций, т.е. площадь, 
ограниченную траекторией электрона в импульсном 
пространстве, и циклотронную массу на этой траекто-
рии. Оказалось, что параметр v вовсе не является по-
стоянным, а возрастает в три раза при уменьшении 
концентрации носителей от 120 = 10n  до 10
9 см–2. Ав-
торы работы [2] связывают это изменение скорости с 
кулоновским взаимодействием носителей. Подчерк-
нем, что ни щели в спектре, ни какого-либо фазового 
перехода даже при самых низких концентрациях носи-
телей обнаружено не было. 
От трехмерных металлов графен отличается тем, 
что в нем соотношение между потенциальной и кине-
тической энергией, как легко видеть, не зависит от 
концентрации, и вопрос о переходе металл–диэлектрик 
не может быть решен с помощью качественных оце-
нок. Устойчивость конического спектра относительно 
кулоновского взаимодействия в трехмерном случае 
впервые рассматривали Абрикосов и Бенеславский [3], 
которые обнаружили логарифмическую перенормиров-
ку скорости v. Для двумерного графена эта задача из-
учалась в работах [4–7]. 
Выяснилось, что перенормированный кулоновским 
взаимодействием электронный спектр можно записать 
в виде 
0( ) = [1 ln ( / )],s p p g p pε +v  (2) 
где 2= / 8g e π εv  — безразмерная константа взаимо-
действия и 2,5 8ε −  — диэлектрическая постоянная, 
учитывающая взаимодействие с подложкой, а также 
эффект самоэкранировки в графене, 80 0,5·10p   см
–1 —
константа обрезания на больших импульсах, порядка 
размеров зоны Бриллюэна; оценка всех параметров взя-
та из работы [2]. Если перенормировку спектра прини-
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мать во внимание, то для лучшего согласия с экспери-
ментом надо брать несколько меньшее значение пара-
метра 8= 0,85·10v  см/с. 
Уравнение (2) записано в линейном приближении 
по 0ln ( / ) < 1g p p . Поскольку при обычных концентра-
циях носителей логарифм является большим, 0p p , 
можно предполагать, что условие 0ln ( / ) < 1g p p  вы-
полнено благодаря 1g  , что в работе [2] обеспечива-
лось большим значением диэлектрической константы ε. 
Условие 1g   сильно упрощает все вычисления, и его 
мы будем предполагать выполненным. В настоящей 
работе приведен вывод формулы Лифшица–Косевича 
применительно к двумерному случаю, а затем обсуж-
дено температурное поведение химического потенциа-
ла и теплоемкости в графене. 
2. Магнитная восприимчивость 
Чтобы получить осцилляции магнитного момента, 
нужно записать электронный спектр в магнитном поле 
для квазиклассической области, 1n , где n — числа 
Ландау. Поскольку циклотронная масса в графене го-
раздо меньше массы свободного электрона, можно 
пренебречь спиновым расщеплением по сравнению с 
циклотронным. Тогда условие квантования Бора–Зом-
мерфельда принимает вид 
 ( ) = 2c A n
e B
ε π

. (3) 
Площадь ( )A ε , ограниченная электронной траекторией 
и вычисленная с учетом кулоновской перенормировки, 
равна (2): 
 
2
2
0( ) = = [1 2 ln ( / )],A p g p
ε ε π π − ε 
 
v
v
 (4) 
где использовано условие 02 ln ( / ) < 1g p p . Здесь надо 
отметить, что квантование Бора–Зоммерфельда в куло-
новском поле не является достаточно строгим, как это 
имеет место для случая без кулоновской перенорми-
ровки [8]. Некоторым утешением является то, что в пре-
небрежении экранировкой правая часть уравнения (3), 
как показывает строгий анализ, возникает для графена 
именно в таком виде, т.е. без поправочных членов к n, 
как это происходит для графенового бислоя в электри-
ческом поле [9]. 
Магнитный момент графенового образца с площа-
дью поверхности S определяется термодинамическим 
потенциалом 
 
,
2( ) = ln 1 e ,
sn
T
n s
eBTSB
c
µ−ε 
 Ω − +
 π  
 
∑

  
который вычисляется с помощью формулы cуммиро-
вания Пуассона 
 2( ) = eBTSB
c
Ω − ×
π
  
 2
0 0
ln (1 ) ln (1 e ) e ,
n n
iknT T
k
e dn
µ−ε µ+ε∞
π
≠
 
 × + + + 
  
∑ ∫   
где вклады двух зон выписаны явно. Интегрирование 
по частям дает 
2 ( )
2
0 0
( ) = [ ( ) ( )] e ikn
k
eBTS dB f f
ikc
∞
π ε
≠
ε
Ω − ε −µ − −ε −µ
π
∑ ∫

 (5) 
с переменной интегрирования ε. 
При низких температурах главный вклад в интеграл 
дает окрестность точки = ( )Tε µ  в первом слагаемом 
при положительных µ (электроны) или во втором — 
при отрицательных µ (дырки). Разлагая показатель 
экспоненты в окрестности этих точек и интегрируя, 
получаем 
 
2
0
2 1 sin[ ( ) / ]( ) = ,
sinh(2 | ( ) | / )k
eBTS kcA e BB
c k kc m T e B≠
µ
Ω
π π µ
∑ 


 
здесь ( ) = (1/ 2 )( ( ) / )m dA dε π ε ε  — циклотронная масса. 
При вычислении магнитного момента нужно диффе-
ренцировать по B лишь быстро меняющийся аргумент 
синуса: 
 
(2)
2
0
2 cos [ ( ) / ]( ) = ,
sinh [2 | ( ) | / ]k
N T kcA e BM B
B kc m T e B≠
π µ
π µ
∑ 

 (6) 
где введено полное число носителей в двумерном гра-
фене (2) 2= ( ) / ( )N SA µ π ; здесь учтено, что осцилляции 
наблюдаются при низких температурах | |T µ . Отме-
тим, что по форме осцилляций нельзя определить ха-
рактер носителей (дырочный или электронный), по-
скольку в формулу (6) входит модуль циклотронной 
массы. Кулоновская перенормировка явно в формулу (6) 
не входит и сказывается только посредством связи 
энергии Ферми с концентрацией носителей: 
 
22
0 02
1= = [1 2 ln ( / | |)],F
pn g pµ  − µ π  π 
v
v
 (7) 
Выражение (6) отличается от стандартной формулы 
Лифшица–Косевича в двух пунктах: во-первых, пло-
щадь ( )A µ  и циклотронная масса ( )m µ  вычисляются с 
учетом кулоновского взаимодействия и, во-вторых, 
множитель перед знаком суммы не содержит дополни-
тельного фактора 1/2| / |cω µ  с циклотронной частотой 
= / ( )c eH m cω µ , который появляется в трехмерном 
случае в результате интегрирования по zp . Для наблю-
дения осцилляций аргумент sinh  должен быть меньше 
единицы. В этом случае амплитуда осцилляций в рас-
чете на одну частицу имеет порядок 
 
(2)
2
(2) , 2 | ( ) || ( ) |
M e c m T e B
c mN
π µ
µ


  ,  
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где индекс 2 введен для указания на двумерный харак-
тер системы. В трехмерном случае эта же величина 
имеет порядок 
 
1/2 3(3)
(3)
(3) 2 3, = .( ) 3
c FVpM e N
cmN
ω 
 µ µ π 




   
Интересно сравнить плавные значения восприимчи-
вости в двумерном и трехмерном случаях. Для этого 
достаточно рассмотреть предельное значение термо-
динамического потенциала в слабых магнитных полях 
,c Tω µ , которое дается внеинтегральным слагаемым 
в формуле Эйлера–Маклорена 
 
0 0
1 1( ) = ( ) (0) (0).
2 12
F n F n dn F F
∞∞
′+ −∑ ∫   
Вычисляя производную, находим зависящую от маг-
нитного поля часть термодинамического потенциала 
 
2
0
( )
( ) = | ,
6 ( )
s
n
ss
fS eBH
c m →
ε −µ−  Ω  π ε 
∑  (8) 
Сумма по зонам должна здесь вычисляться при 
0sε → : 
 
0
2 1 1
0
2
2
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=lim ( )
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,
2 ( / 2 )cosh
s
sss
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f
m
T T
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v
  
где мы пренебрегли перенормировкой. 
Таким образом находим монотонную часть магнит-
ного момента [10–12] 
 
2
(2)
2= 6 ( / 2 )cosh
S e BM
c T T
−  
 π µ 
v   
или в пересчете на одну частицу 
 
2(2)
(2) 2 .( ) ( / 2 )cosh
M e B
cm T TN
 
− µ µ 

   
Трехмерный случай отличается от двумерного до-
полнительным интегрированием по zp  в формуле (8). 
Кроме того, нужно учесть отличие в спектре. Восполь-
зуемся простейшей изотропной моделью [13–15] для 
узкощелевых полупроводников и полуметаллов, у ко-
торых щель в спектре gε  мала по сравнению с типич-
ными электронными энергиями 0ε : 
 2 2= / 4 ( ) ,s g pε ε + v   
где p — модуль трехмерного вектора. В условии Бора–
Зоммерфельфельда (3) площадь теперь равна 
 2 2 2 2 2( ) = ( / 4 ) / .g zA pε π ε − ε − v v   
В этом случае 
 2 2 2
0
= / 4 ( ) , ( ) = / .lim s g z s s
n
p m
→
ε ε + ε ε v v   
Интегрируя по zp  формулу (8), получаем большой ло-
гарифм: 
 0
0
( )
= ln ,lim ( ) max { ,| |, }
s
z
n s gs
f
dp
m T→
 ε −µ ε
−   ε ε µ 
∑∫ v   
что дает для плавного магнитного момента на одну 
частицу 
 
2(3)
0
(3) ln .( ) max { ,| |, }g
M e B
cm TN
 ε 
−     µ µ ε µ   

   
Заметим, что диамагнитный характер плавной части 
магнитного момента во всех рассмотренных случаях 
определяется преимущественным вкладом близкой 
дырочной зоны. 
В предыдущие формулы входит химический потен-
циал µ, который при малых концентрациях носителей 
в графене существенно зависит от температуры. Ниже 
выясним эту зависимость. 
3. Температурная зависимость химического 
потенциала 
В чистом графене химический потенциал совпадает 
со значением зарядовой нейтральности = 0ε . Он мо-
жет принимать ненулевое значение из-за допинга или 
при напряжении на «затворе». Его значение определя-
ется общим числом носителей — разность чисел элек-
тронов в зоне проводимости и дырок в валентной зоне. 
Эта разность остается фиксированной при изменении 
температуры 
 ( ) ( )
( )
2
2= 4 | | ,2
dN S f fε −µ − ε +µ
π
∫
p

 (9) 
где множитель 4 учитывает вырождение по спину и 
числу долин в зоне Бриллюэна. Здесь интегрирование с 
учетом кулоновской экранировки (4) выполняется по 
положительным > 0ε ; при нуле температур электроны 
имеются при положительном > 0µ , а дырки — при 
< 0µ . Зависимость химического потенциала ( )Tµ , оп-
ределяемая условием (9) для различных концентраций 
носителей, показана на рис. 1 и 2. 
Предельные формулы для низких (T µ ) и высо-
ких температур (T µ ) с учетом кулоновской пере-
нормировки можно получить в явном виде. 
При низких температурах удобно дифференциро-
вать уравнение (9) по температуре, используя 
 ( ) ( )( ) = .df T fd
dT T dT
ε −µ ∂ ε −µ ε −µ µ + −   ∂ε   
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Здесь присутствует острая функция от ( )ε −µ . Поэтому 
под интегралом достаточно разложить импульс 
 0= [1 ln ( / )] /p g pε − εv v  
в окрестности =ε µ  по отклонению (ε −µ), степени 
которого при интегрировании с /f∂ ∂ε  дают факторы, 
пропорциональные T. Например, в случае электронно-
го допинга имеем 
 
( ) 2
0
( )0 = [1 2 ln ( / )] ,
f d g p d
dT T
∞
−∞
 ∂ ε −µ  µ ε −µ
− µ + − µ ε  ∂ε     
∫ v   
где мы не дифференцировали логарифм, благодаря ус-
ловию 1g  . Интегрируя, находим 
 
2 2
2= , = ,
3 6FF F
d T T
dT
µ π π
− µ ε −
ε ε
 (10) 
где введено обозначение энергии Ферми ( = 0)F Tε ≡ µ , 
положительной для электронного допинга и отрица-
тельной для дырочного. Заметим, что мы пришли к 
обычному квадратичному поведению химпотенциала в 
вырожденных ферми-системах при низких температу-
рах. Подчеркнем, что перенормировка присутствует 
здесь неявно вследствие условия (7), связывающего 
энергию Ферми с концентрацией носителей. 
При высоких температурах можно разложить по µ 
подынтегральное выражение в (9). Вводя новую пере-
менную = / 2x Tε , получаем интеграл 
 02 2
0
1 2 ln ( / 2 )4 | |= ,
( ) cosh
g p TxSTN xdx
x
∞ −µ
π ∫
v
v
  
который дает для химического потенциала 
 
2
0
0
( )
| |= [1 2 ln ( / 2 )].
4 ln 2
n
g p T
T
π
µ +
v
v  (11) 
Таким образом, получена обратная температурная 
зависимость как результат коллективного взаимодей-
ствия электронов и дырок в близких зонах. Кулонов-
ская перенормировка представлена здесь явной лога-
рифмической поправкой — она особенно заметна на 
рисунках при низких температурах и малых концен-
трациях носителей. 
4. Вклад носителей в теплоемкость 
Здесь рассмотрен электронный вклад в теплоем-
кость. Энергия носителей 
 
2
2
0
= 4 | ( ) ( ) |
(2 )
dE S f f
∞
ε ε −µ − ε +µ
π∫
p

 (12) 
отличается от выражения для концентрации носителей 
(9) только дополнительным множителем ε под инте-
гралом. Поэтому можно действовать тем же способом. 
При низких температурах, FT ε , теплоемкость в 
случае электронного допинга записывается в виде 
Рис. 1. Температурные зависимости химического потенциала 
для концентрации 10
10 см–2 с учетом кулоновской перенор-
мировки (сплошная кривая, показаны также низко- и высоко-
температурная асимптотики, даваемые формулами (10) и (11)) 
и без учета (штриховая кривая); параметр обрезания 
8
0 = 0,5·10p  см
1− , диэлектрическая постоянная = 2,5ε , кон-
станта = 0,0367g . 
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но для концентрации 109 см–2. 
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С помощью выражения (10) получаем 
 ( ) 02
2 | |
= [1 2 ln ( / | |)]
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FS
SC T g pπ ε − ε

v
v
  
как для электронного, так и дырочного допинга. 
При высоких температурах, T µ , можно ограни-
читься в разложении энергии (12) первым порядком по µ: 
 2 02
0
4 | | ( )= [1 2 ln ( / )]
( )
S fE g p d
∞
µ ∂ ε ε − − ε ε = ∂ε π ∫
v
v
  
 2 02
2 | |= [1 2 ln ( / 2 )].
3( )
S T g p Tπ µ −

v
v
  
Сюда надо подставить выражение (11) для µ. Находим 
 
2 2
( )= и = .
6ln 2 6ln 2
e
SE NT C N
π π   
Видим, что при высоких температурах теплоемкость 
принимает постоянное значение, как это происходит в 
больцмановском газе. 
Таким образом, получаем асимптотики теплоемкости 
 
2
( ) 2 / | |, | |,=
1/ 2 ln 2, | | .3
e F
S
T T
C N
T
ε µπ
 µ


 (13) 
Эти формулы показывают, что перенормировке под-
вергается значение теплоемкости при низкой темпера-
туре. При высоких температурах перенормировка не 
сказывается по крайней мере в линейном приближении 
по 0ln ( / )g p p . 
5. Заключение 
Отметим, что кулоновское взаимодействие по-раз-
ному влияет на транспортные и термодинамические 
свойства электронов в графене. Электронная проводи-
мость не зависит от параметра v и по этой причине 
мало чувствительна к перенормировке. Термодинами-
ческие свойства обнаруживают перенормировку, как 
это видно из формул (6), (11) и (13), особенно при низ-
ких температурах и малых концентрациях носителей, 
10
0 < 10n  см
–2 (см. рис. 1, 2). Любопытно, что темпера-
турная зависимость химического потенциала 1| | T −µ   
при высоких температурах является просто следствием 
взаимного влияния носителей в близких зонах беcщеле-
вого спектра, и кулоновское взаимодействие оказывает 
здесь относительно слабое влияние. Электронный вклад 
в теплоемкость мал из-за малого количества носите-
лей, но он, по-видимому, может наблюдаться благодаря 
различной температурной зависимости электронного и 
решеточного вкладов, пропорциональных T и 2T  соот-
ветственно. 
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